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Введение.

Производственные системы функционируют с целью производства материальных благ, которые потребляются сразу после их производства или предназначаются для запаса и будут потреблены в будущем. Поэтому моделирование использования материальных благ занимает одно из центральных мест среди задач экономико-математического моделирования. В целом все виды потребления материальных благ подразделяются на две основные группы: производственное и непроизводственное потребление. Что касается потребления материальных благ для удовлетворения потребностей отдельных индивидуумов, семей, общества, то в отличие от производственного потребления, описание которого в значительной степени определяется технологическими параметрами, нормами, непроизводственное потребление в большей степени определяется удовлетворением естественных физиологических потребностей людей в питании, одежде, жилище и т.д. 

Известно, что чем выше уровень потребления, тем в меньшей степени это потребление связано с физиологическими потребностями людей и тем сильней оно определяется потребностями духовными, которые вырабатываются уже не отдельными индивидуумами, а обществом в целом. Поэтому для адекватного описания непроизводственного потребления необходимо использовать модели социально-экономического уровня, построение которых представляет порой значительные трудности. Основной группой методов описания непроизводственного потребления в экономико-математических моделях является описание зависимости спроса на предметы потребления от таких экономических показателей, как денежные доходы, цены на товары, наличие необходимого количества товаров в продаже и др. При этом описывается механизм принятия решений отдельными лицами или семьями при выборе объема и структуры своего потребления.

В данной работе будет рассмотрено применение метода неопределенных множителей Лагранджа при исследовании моделей потребительского выбора. Но прежде, чем непосредственно обращаться к этому методу, необходимо определить основные понятия, используемые при построении данных моделей. Поэтому часть работы посвящена вопросу содержания моделей потребительского выбора и их отличительных особенностей.

1. Модель потребительского выбора: содержание и 
основные понятия.

Будем считать, что потребитель (индивидуум) располагает доходом I, который он полностью тратит на приобретение благ (продуктов). Точнее говоря, величина I - это не доход, а расход данного потребителя. Индивидуум решает статическую задачу, т.е. в модели потребительского выбора не учитываются его какие-то межвременные предпочтения и возможности делать и расходовать сбережения. Причем цены благ считаются заданными. Учитывая структуру цен, доход и собственные предпочтения, потребитель приобретает определенное количество благ. Математическая модель такого поведения индивида называется моделью спроса или моделью потребительского выбора.

Для наглядности рассмотрим модель потребительского выбора с двумя видами благ. В данном случае потребительский набор будет состоять из двух продуктов. Где потребительский набор - это вектор (x1 ,x2), координата x1 которого равна количеству единиц первого блага, а координата x2 равна количеству единиц второго блага. Выбор потребителя характеризуется отношением предпочтения, суть которого заключена в следующем. Считается, что потребитель про каждые два набора может сказать, что либо один из них более желателен, чем другой, либо потребитель не видит между ними никакой разницы. Отношение предпочтения транзитивно, т.е. если набор А=(а1,а2) предпочтительнее набора В=(в1,в2), а набор В предпочтительнее набора С=(с1,с2), то набор А предпочтительнее набора С.

На множестве потребительских наборов (x1 ,x2) определена функция u (x1 ,x2) (называемая функцией предпочтения или полезности потребителя), значение u (x1 ,x2) которой на потребительском наборе (x1 ,x2) равно потребительской цене индивидуума для этого набора. Потребительскую оценку u (x1 ,x2) набора (x1 ,x2) принято называть уровнем (или степенью) удовлетворения потребностей индивида, если он приобретает или потребляет данный набор (x1 ,x2). Необходимо отметить, что каждый потребитель имеет свою функцию предпочтения, а соответственно и модель потребительского выбора. Если набор А предпочтительнее набора В, то u(А)>u(B).

Функция предпочтения обладает следующими свойствами:

1. Возрастание потребления одного продукта при постоянном потреблении другого продукта ведет к росту потребительской оценки, т.е.

если x21 > x11, то u (x21 ,x2)> u (x11 ,x2);

если x22 > x12, то u (x1 ,x22)> u (x1 ,x12).

2. Предельная полезность (первые частные производные u1 и u2 ) каждого продукта уменьшается, если объем его потребления растет. Данное свойство предельной полезности называется законом убывания предельной полезности.

3. Предельная полезность каждого продукта увеличивается, если растет количество другого продукта. В этом случае продукт, количество которого фиксировано, становится относительно дефицитным. Поэтому его дополнительная единица приобретает большую ценность и может быть потреблена более эффективно. Следует отметить, что это свойство справедливо только для тех благ, которые не могут полностью замещать друг друга в потреблении.

Задача потребительского выбора (задача рационального поведения потребителя на рынке) заключается в выборе такого набора (x01 ,x02), который максимизирует его функцию предпочтения при заданном бюджетном ограничении.

Бюджетное ограничение означает, что денежные расходы на продукты не могут превышать денежного дохода потребителя, т.е. I ( p1x1+ p2x2, где p1 и p2 - рыночные цены одной единицы первого и второго продукта соответственно, а I - доход индивидуума, который он готов потратить на приобретение первого и второго продуктов. Величины p1, p2 и I заданы.

Формально задача потребительского выбора имеет вид:

u (x1 ,x2) (max)
при следующем условии:

I ( p1x1+ p2x2, где x1(0, x2(0.

Допустимое множество (т.е. множество наборов благ, доступных для потребителя) представляет собой треугольник, ограниченный осями координат и бюджетной прямой (см. рис 1). На этом множестве требуется найти точку, принадлежащую кривой безразличия (линия, соединяющая потребительские наборы (x1 ,x2), имеющие один и тот же уровень удовлетворения потребностей индивидуума) с максимальным уровнем полезности. Поиск данной точки можно представить графически как последовательный переход на линии все более высокого уровня полезности (вправо-вверх) до тех пор, пока эти линии еще имеют общие точки с допустимым множеством.

2. Решение задачи потребительского выбора с помощью метода Лагранджа и его свойства.

Набор (x01 ,x02), который является решением задачи потребительского выбора, называют оптимальным для потребителя, или локальным рыночным равновесием потребителя.

Вначале необходимо рассмотреть некоторые важные свойства задачи потребительского выбора. Во-первых, решение задачи (x01 ,x02) сохраняется при любом монотонном (т.е. сохраняющем порядок значений) преобразовании функции предпочтения u (x1 ,x2). Поскольку значение u (x01 ,x02) было максимальным на всем допустимом множестве, оно остается таковым и после монотонного преобразования функции предпочтения (допустимое множество, определяемое бюджетным ограничением остается неизменным). Таким монотонным преобразованием может быть умножение функции предпочтения на некоторое положительное число, возведение ее в положительную степень, логарифмирование по основанию, большему единицы. 

Следует отметить, что свойство 1 должно присутствовать у любой функции предпочтения, свойства 2 и 3 могут при ее монотонных преобразованиях теряться или приобретаться. Последнее имеет большое значение для иллюстрации того факта, что если функция предпочтения в задаче потребительского выбора не обладает свойствами 2 и 3, это вовсе не значит, что данная задача не может описывать реальное поведение потребителя.

Во-вторых, решение задачи потребительского выбора не изменится, если все цены и доход увеличиваются (уменьшаются) в одно и то же число раз (.

Это равнозначно умножению на положительное число ( обеих частей бюджетного ограничения I ( p1x1+ p2x2, что дает неравенство, эквивалентное исходному. Поскольку ни цены, ни доход I не входят в функцию предпочтения, задача остается той же, что и первоначально.

В приведенной постановке задача потребительского выбора является задачей нелинейного программирования. Однако если на каком-то потребительском выборе (x1 ,x2) бюджетное ограничение I ( p1x1+ p2x2 будет выполняться в виде строго неравенства, то можно увеличить потребление какого-либо из продуктов и тем самым и тем самым увеличить функцию предпочтения. Следовательно, набор (x01 ,x02) максимизирующий функцию предпочтения, должен обращать бюджетное ограничение в равенство - I = p1x01+ p2x02. Графически это означает, что решение (x01 ,x02) задачи потребительского выбора должно лежать на бюджетной прямой (см. рис 1), которую удобнее всего провести через точки пересечения с осями координат, где весь доход тратится на один продукт: (0;I/p2) и (I/p1;0).

Будем считать, что в оптимальной точке (x01 ,x02) условия { x1(0, x2(0} выполняются автоматически, вытекая из свойств функции предпочтения. Как правило, это действительно так. В то же время, если условия неотрицательности переменных не включать в явном виде в условие задачи, то она становится значительно проще с математической точки зрения.

Итак, задачу потребительского выбора можно заменить задачей на условный экстремум (т.к. решение (x01 ,x02) этих двух задач одно и то же)

u (x1 ,x2) (max)
при условии

I = p1x1 + p2x2
Для решения данной задачи на условный экстремум применим метод неопределенных множителей Лагранджа. Выписываем функцию Лагранджа:

L(x1,x2, () = u(x1 ,x2) + (( p1x1 + p2x2 - I),
находим ее первые частные производные по переменным x1 ,x2 и ( приравниваем эти частные производные к нулю: 
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Исключив из полученной системы трех уравнений с тремя неизвестными неизвестную (, получим систему двух уравнений с двумя неизвестными x1 и x2 :
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I = p1x1+ p2x2.
Решение (x01 ,x02) этой системы является “укороченной” критической точкой функции Лагранджа. Можно строго доказать, что “укороченая” критическая точка (x01 ,x02) функции Лагранджа обязательно есть решение задачи потребительского выбора (за исключением так называемых угловых решений, которые в данном случае не рассматриваются). 

Подставив решение (x01 ,x02) в левую часть равенства
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получим в точке (x01 ,x02) локального рыночного равновесия индивидуума отношение 
[image: image5.wmf])
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 предельных полезностей u’1(x01 ,x02) и u’2(x01 ,x02) продуктов равно отношению рыночных цен p1 и p2 на эти продукты:
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 (*).
В связи с тем, что отношение 
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 равно предельной норме замены первого продукта вторым в точке локального рыночного равновесия (x01 ,x02), из (*) следует, что эта предельная норма равна отношению рыночных цен 

 на продукты. Приведенный результат играет важную роль в экономической теории.
Геометрически решение (x01 ,x02) можно интерпретировать как точку касания линии безразличия функции предпочтения u (x1 ,x2) с бюджетной прямой 
I = p1x1 + p2x2 (см. рис1). Это определяется тем, что отношение 
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 показывает тангенс угла наклона линии уровня функции предпочтения, а отношение 

 представляет тангенс угла наклона бюджетной прямой. Т.к. в точке потребительского выбора они равны, в этой точке происходит касание данных двух линий.

Из (*) следует, что 
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т.е. отношение конечных (относительно небольших) изменений (x01 и (x02 объемов продуктов в локальном рыночном равновесии приближенно равно отношению рыночных цен p1 и p2 на продукты. Данное равенство позволяет давать приближенные оценки отношению рыночных цен, если известны конечные изменения объемов продуктов относительно потребительского набора, приобретенного потребителем, т.е. набора который естественно следует толковать в качестве оптимального для потребителя.

Координаты x01 и x02 решения (x01 ,x02) задачи потребительского выбора есть функции параметров p1,p2 и I:


[image: image10.wmf])

,

,

(

2

1

1

0

1

0

I

p

p

x

x

=

,


[image: image11.wmf])

,

,

(

2

1

2

0

2

0

I

p

p

x

x

=

.

Полученные функции называются функциями спроса на первый и второй продукты. Важным свойством функций спроса является их однородность нулевой степени относительно цен и дохода, т.е. значения функций спроса инвариантны по отношению к пропорциональным изменениям цен и дохода.
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для любого числа (>0. Это означает, что если все цены и доход изменятся в одно и то же число раз, величина спроса на продукт останется неизменной.

3. Пример задачи потребительского выбора.

Рассмотрим простейшую задачу потребительского выбора с двумя благами. Пусть неизвестные количества этих благ равны x1 и x2, а их рыночные цены p1 и p2 :

U(x1 ,x2)= x1x2(max),
I ( p1x1+ p2x2, 
x1(0, x2(0.

Бюджетное ограничение в оптимальной точке должно выполняться как равенство, и , поскольку оба блага жизненно необходимы (полезность равна нулю, если одно из них отсутствует), требование неотрицательности переменных будет выполнено автоматически. Следовательно, решаемая задача математического программирования превращается в задачу на условный экстремум. Записав необходимые условия экстремума (согласно которым, отношения предельных полезностей благ должны равняться отношениям их рыночных цен, а бюджетное ограничение выполняться как равенство), получим систему уравнений:



, I = p1x1 + p2x2. 
Первое условие означает, что в рассматриваемой задаче количества денег, затрачиваемые на оба блага, должны быть одинаковыми, т.е. p1x1=p2x2. Это вытекает из равенства показателей степени у переменных x1 и x2 в функции предпочтения. Итак, p1x1 + p2x2 = 0,5 и функции спроса приобретают следующий вид:

x1 = 0,5p1; x2 = 0,5p2.

Расход на каждое благо составляет половину общего дохода потребителя, и чтобы найти необходимое количество каждого блага, следует разделить расходуемую на него сумму на его цену.

Для данной модели можно было бы найти решение без использования метода неопределенных множителей Лагранджа, выражая x2 через x1 из бюджетного ограничения, подставляя это выражение в функцию предпочтения и находя максимум полученной квадратичной функции. Однако для более сложных случаев, которые будут рассматриваться в следующем разделе, решить задачу элементарными методами сложно, и требуются методы дифференциального исчисления (метод множителей Лагранджа) или математического программирования.

4. Использование метода Лагранджа в общей модели 
потребительского выбора.

Рассмотрим свойства задачи потребительского выбора с произвольным числом товаров и целевой функцией общего вида. Пусть задана целевая функция предпочтения потребителя u(x1, ...,xn), где xi - количество i-го блага, вектор цен {pi}=( pi,...,pn) и доход I. Записав бюджетное ограничение и ограничения на неотрицательность, получаем задачу

u(x)(max
при условиях

I(px, x(0 (где x=(x1, ...,xn), p=( p1...,pn), px=p1x1+...+ pnxn).
Будем считать, что неотрицательность переменных обеспечивается свойствами целевой функции и бюджетного ограничения. В этом случае можно записать функцию Лагранджа и исследовать ее на безусловный экстремум. Функция Лагранджа имеет вид:

 L(x, () = u(x) + ((px - I).

Необходимые условия экстремума - равенство нулю частных производных: 

L’i = u’i(x) + (pi = 0 для всех i от 1 до n и L’( = px – I = 0. Отсюда вытекает, что для всех i, j в точке x0 локального рыночного равновесия выполняется равенство: 
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, которое получается после перенесения вторых слагаемых необходимых условий в правую часть и делением i-го равенства на j-ое. Итак, в точке оптимума отношение предельных полезностей любых двух благ равно отношению их рыночных цен. Вышеуказанное равенство можно переписать и в другой форме : 
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Последнее означает, что дополнительная полезность, приходящаяся на дополнительную единицу денежных затрат, в точке оптимума одинакова по всем видам благ. Если бы это было не так, то по крайней мере одну денежную единицу можно было бы перераспределить так, чтобы выросло благосостояние (значение функции предпочтения) потребителя. 
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