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Введение
Производственная функция отражает зависимость между максимальным выпуском продукции, ее полезным эффектом и затратами, необходимыми для ее производства, и между самыми затратами. Основными факторами процесса производства являются труд, т. е. сознательная, целенаправленная деятельность человека, а также предметы и средства труда.

Предположение о взаимозаменяемости ресурсов в производственной функции выпуска продукции означает, что один и тот же объем выпуска продукции может быть получен при различных комбинациях ресурсов, отличающихся тем, что затраты одних ресурсов больше, а других - меньше. То есть при различных комплектах затрат можно произвести один и тот же объем продукции. Данное предположение имеет очень важное значение, т.к. на практике довольно часто складываются ситуации, когда ресурсы не имеются в нужных пропорциях или объемах. С помощью экономико-математических инструментов такую ситуацию можно преодолеть, произведя анализ возможности взаимного замещения ресурсов. В данной работе будут рассмотрены условия и основные моменты взаимного замещения ресурсов в производственных функциях выпуска продукции.

1. Свойства производственной функции с взаимозаменяемыми ресурсами
Сформулируем некоторые свойства производственной функции с взаимозаменяемыми ресурсами 

 :

a) если X = 0, то Y = 0. Производство продукции невозможно при отсутствии хотя бы одного ресурса;

b) если XA (XB, то f(XA)(f(XB), причем если XA >XB, то f(XA)>f(XB); из этого, в частности, следует, что y>0 при X>0. В том случае , когда увеличение производственных затрат какого-либо ресурса s сверх величины xs , а излишек xsj- xsj>0 оставить в резерве. Если y = 0 при положительных затратах многих ресурсов, но при xs = 0, то это означает, что ресурс s абсолютно необходим для производства хотя бы в малых количествах (например, рабочая сила, электроэнергия и т.д.).

Отмеченные свойства отражают ряд реальных условий производства и правил рационального хозяйствования.

Необходимо сказать, что производственные функции с взаимозаменяемыми ресурсами могут задаваться не только в аналитической форме, но и в форме таблиц. В качестве примера можно взять таблицу выпуска продукции в зависимости от затрат двух видов ресурсов - рабочей силы и средств производства.

Таблица 1.

Затраты труда
Затраты средств производства


10
20
30
40
50
60

50
44
55
63
69
75
80

60
69
88
100
110
119
126

70
91
115
132
145
156
166

80
110
139
159
174
188
200

90
128
162
185
203
218
232

100
145
183
209
230
247
263

110
160
202
231
254
273
291

120
175
221
253
277
299
318






Продолжение


130
189
239
273
300
323
344

140
203
256
293
322
347
369

150
216
273
313
343
370
393

160
229
290
332
364
392
417

Зафиксируем объем выпускаемой продукции - y0 = f(x). Для этого необходимо затратить комплект ресурсов x (x - n-мерный вектор). Но таких комплектов существует множество, т.е. { x: y0 = f(x) } = Q(y0). Множество точек, удовлетворяющих уравнению постоянного выпуска f(x) = Q, называется изоквантой. Изокванта - это множество всех комплектов затрат, при которых вырабатывается определенный объем вырабатываемой продукции. Для каждого объема производства существует своя изокванта.

Возьмем для примера функцию двух переменных y = f(x1, x2) (функция Кобба-Дугласа), где y - конечная продукция, x1 - основные фонды, x2 - трудовые ресурсы. На рис. 1 изображено семейство изоквант - кривых в пространстве двух ресурсов; эти изокванты соответствуют объемам выпуска продукции Q1, Q2 и Q3. В общем случае изокванты - это поверхности в n-мерном пространстве ресурсов. Поскольку x(0, то все изокванты находятся в неотрицательной ортанте.


Рис. 1


В Таблице 1 можно указать точки, принадлежащие определенным изоквантам, например: точки (60,10) и (50,40) дают Q = 69; точки (80,10) и (60,40) дают Q = 110; точки (100,10) и (70,40) дают Q = 145 и т.д.

Из общих свойств  производственных функций вытекает ряд свойств изоквант:

1. Полуоси OX1 и OX2 являются ассимптотами для любой изокванты (каждой изокванте соответствует своя y0). То есть для любой изокванты, если провести из начала координат любой луч, несовпадающий ни с одной из осей, то каждый такой луч пересечет изокванту : x* ( Q(y0) ( L.
2. Любая изокванта делит положительный ортант на три части: I - выпуск продукции меньше y0 , II - сама изокванта (выпуск продукции равен y0) и III -выпуск продукции больше y0.

3. Точка x* делит луч L на 3 области : от 0 до x* (выпуск продукции меньше y0), сама точка x* (выпуск продукции равен y0) и от x* до + ( (выпуск продукции больше y0).

4. Большему выпуску продукции соответствует более удаленная от начала координат изокванта.

5. Изокванты никогда не пересекаются друг с другом.

2. Средняя и предельная эффективность использования ресурсов
Эффективность использования ресурсов характеризуется двумя основными показателями.

Средняя эффективность ресурса есть функция :



Предельная эффективность ресурса есть частная производная производственной функции :    



Величина (i(X) показывает предельный прирост выпуска продукта при увеличении затрат ресурса i на “малую единицу”. Из свойства b производственных функций с взаимозаменяемыми ресурсами следует, что (i>0. При этом важен характер изменения эффективности дополнительных количеств используемого ресурса.

Если 

, то это означает, что предельная эффективность ресурса падает. Такая ситуация вполне может быть объяснена. Например, если в производстве какого-либо продукта увеличивать затраты труда, сохраняя неизменными объемы других ресурсов, то предельная производительность труда будет снижаться из-за уменьшения вооруженности единицы труда средствами производства. Условие 

 очень часто называют законом убывающей предельной эффективности ресурсов. Но здесь необходимо четко представлять, что это условие типично только при неизменном научно-техническом уровне и неизменном качестве используемых ресурсов. Если же учитывается научно-технический прогресс, уменьшение предельной эффективности перестает быть законом.
Рис. 2








На рис. 2 приведены три типичных графика, характеризующие влияние увеличения затрат ресурса i при неизменных объемах других ресурсов : I - изменение выпуска продукции y ; II - изменение средней эффективности ресурса (i ; III - изменение предельной эффективности ресурса (i . Как видно, функция I растет, но ее рост замедляется. Функции II и III убывают, причем предельная эффективность ниже средней эффективности. Такие соотношения между тремя функциями выполняются при уменьшении (i на всем множестве значений xi>0.

Иначе изменяется средняя и предельная эффективность определенного (i-го) ресурса при увеличении затрат других ресурсов. Как правило, выполняются соотношения:



 , i(k,


 ; i(k.

Это объясняется тем, что увеличение затрат ресурса k улучшает условия применения ресурса i . Например, производительность труда зависит не только от качества самого труда, но и от условий приложения труда. В частности, производительность труда увеличивается при росте фондовооруженности.

3. Эквивалентная заменяемость ресурсов
Изменение выпуска продукции при небольших изменениях
 затрат нескольких ресурсов может быть приближенно выражено полным дифференциалом 

 .
Условия эквивалентной взаимозаменяемости ресурсов в точке X0 = (x0) выводится из формулы: 


. В частности предельная норма эквивалентности заменяемости каких-либо двух ресурсов x1 x2 определяется формулой:




Предельная норма замещения экономически показывает сколько второго ресурса может быть высвобождено при увеличении затрат первого ресурса, если выпуск продукции останется неизменным.

Процессу эквивалентного замещения одних ресурсов другими соответствует движение вдоль изокванты. Если затраты ресурса x1 увеличиваются, то для сохранения объемов производства на прежнем уровне затраты ресурса x2 , как правило, можно уменьшить. Отсюда следует такое свойство изоквант: изокванты - есть убывающие функции по отношению к каждой оси координат (т.е. они имеют отрицательный наклон). Геометрически предельные нормы эквивалентной заменяемости определяются положением плоскостей, касательных к изоквантам. В пространстве двух ресурсов норма эквивалентной заменяемости - это тангенс угла между касательной к изокванте и соответствующей осью координат.

Рис.3


Рассмотрим все точки с координатами (x1, x2), для которых предельная норма замещения остается постоянной, т.е. ((x1, x2) = (0 . Эти множества называются изоклиналями. Изоклинали - это кривые в пространстве ресурсов, образованные комбинациями ресурсов, для которых предельные нормы эквивалентной замены одинаковы. Если двухфакторная функция выпуска продукции такова, что предельная норма замещения, зависящая от x1 и x2, зависит от ресурсов не по отдельности, а от их отношения, то для того, чтобы эта ( не изменялась необходимо следующее: 
x1 \ x2 = const = c, отсюда x2 = сx1 .

Анализ закономерностей изменения предельных норм эквивалентной замены позволяет еще более конкретизировать форму изоквант. Для случая двух ресурсов это сделать достаточно просто. Возьмем, к примеру, три сочетания затрат из таблицы 1, принадлежащие одной изокванте Q = 273: А = (110;50), В = (130;30), 
С = (150;20). Первое увеличение затрат труда на 20 ед. высвобождает 20 ед. средств производства, второе увеличение затрат труда на 20 ед. высвобождает только 10 ед. средств производства.

При увеличении использования ресурса x2 его предельная эфективность падает, и поэтому дополнительные затраты этого ресурса высвобождают все меньшее количество ресурса x1 . Таким образом, предельная норма эквивалентной взаимозамещаемости двух ресурсов уменьшается:




Это означает, что в пространстве двух ресурсов изокванты являются графиками вогнутых функций (одной переменной относительно другой).

4. Эластичность замещения ресурсов
Очень часто при экономических исследованиях исследователей интересует вопрос не только различных изоклиналей, но и вопрос качественной скорости их изменения. Поэтому вводят характеристику, которая называется эластичностью замещения ресурсов. Коэффициент эластичности замещения ресурсов (1,2 характеризует отношение относительного изменения соотношения затрат ресурсов x1 и x2 к относительному изменению предельной нормы эквивалентной заменяемости этих ресурсов : 




Например, (1,2 = 0,05 говорит о том, что для увеличения нормы предельной заменяемости ресурсов (1,2 на 1% необходимо увеличить соотношение затрат ресурсов 1 и 2 на 5%. Чем выше эластичность замены ресурсов, тем в более широких пределах они могут заменять друг друга. При бесконечной эластичности не существует границ взаимозаменяемости ресурсов. Наоборот, при нулевой эластичности возможность замены полностью отсутствует. В этом случае ресурсы взаимодополняют друг друга и обязательно должны использоваться в определенном комплекте.

Постоянство эластичности замещения ((1,2 = 1) позволяет охарактеризовать с ее помощью возможность замещения ресурсов в целом, а не при каком-либо соотношении ресурсов. Таким образом эластичность замещения позволяет создать шкалу количественных мер возможностей замещения ресурсов (см. рис. 4).

Рис. 4.


На рис. 4 изображены изокванты с различными коэффициентами эластичности замены двух ресурсов в интервале 0((((. Сокращение одного ресурса нельзя компенсировать сколь угодно большим увеличением другого ресурса. Три изокванты имеют положительные эластичности (1, (2, (3 . При этом более выпуклые к началу координат изокванты соответствуют меньшим коэффициентам эластичности : 
(1< (2< (3 . Наконец, прямая АС представляет собой изокванту с бесконечной элатичностью замены ресурсов.
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